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Introduction

Ce rapport contient le travail réalisé pendant un stage consacré a 1’étude mathématique
et numérique d’un probléeme de recalage de formes. Le recalage consiste a déterminer une
transformation permettant d’aligner une forme dite source sur une forme dite cible. Ce
type de probleme apparait dans de nombreux domaines, par exemple en imagerie médicale
ou encore en analyse morphologique.

Le cadre général étudié durant ce stage est celui du Large Deformation Diffeomorphic
Metric Mapping, ou LDDMM [1]]7]. Cette approche sera détaillée dans le Chapitre 1.
L’intérét principal de cette méthode est de garantir que les transformations obtenues
préservent la structure topologique des objets étudiés : il n’y a ni déchirure ni fusion de
formes.

Le modele LDDMM complet est mathématiquement et numériquement riche. Dans ce
stage, nous avons choisi d’en étudier une restriction plus simple : le cas ou les transforma-
tions admissibles considérées sont uniquement des rotations [2]. Cette restriction conduit
naturellement & I’étude du groupe spécial orthogonal SO(n) et de son algebre de Lie
s0(n). On s’intéressera donc, dans un cadre en dimension finie, & comment on transporte
des formes via une action de groupe.

L’objectif du rapport est de présenter les outils théoriques : groupes de Lie, algebres de
Lie, exponentielle de matrice et équations différentielles linéaires. Aussi, il s’agit d’illus-
trer ces notions par une implémentation numérique en Python, appliquée a des exemples
simples de recalage par rotation dans le plan. Ainsi, le rapport suit naturellement la
progression adoptée pendant le stage. Le premier chapitre rappelle les grandes idées du
modele Large Deformation Diffeomorphic Metric Mapping et introduit le probleme va-
riationnel de recalage. Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude du groupe SO(n), a
ses propriétés géométriques et topologiques, ainsi qu’a son algebre de Lie. Le troisieme
chapitre montre comment 1’équation différentielle i(¢) = Ax(t) apparait naturellement
dans le contexte du recalage sur des landmarks et comment elle se résout a l'aide de 'ex-
ponentielle de matrice. Le quatrieme chapitre présente une formulation Hamiltonienne du
probleme de recalage pour les rotations. Le cinquieme chapitre détaille le cas particulier
de SO(2) et SO(3), qui permet d’obtenir une description explicite des rotations. Enfin, le
dernier chapitre présente 'implémentation algorithmique et discute les résultats obtenus
suite a l’exécution de ces algorithmes.



1 Le modele de recalage LDDMM

Parmi les nombreuses approches de recalage, nous nous concentrerons sur le Large De-
formation Diffeomorphic Metric Mapping®. Sa force réside dans sa capacité a modéliser
des déformations tout en garantissant que la transformation obtenue est un difféomor-
phisme — c¢’est-a-dire une application bijective, lisse et d’inverse lisse. Cette propriété est
cruciale pour préserver la topologie des structures (anatomiques par exemple) : des en-
sembles connexes restent connexes, des surfaces lisses restent lisses, et il n'y a pas de
nouvelles pliures ou de déchirures. Le cadre de Large Deformation Diffeomorphic Metric
Mapping fournit une formulation variationnelle du probleme de recalage, ou la transfor-
mation recherchée est obtenue comme solution d’un probleme de minimisation d’énergie.

L’objectif de ce chapitre est de présenter le modele LDDMM.

1.1 Déformations et Difféomorphismes

En analyse de formes, on cherche a transformer une forme source gg vers une forme
cible gr. Pour pouvoir effectuer cette transformation, on veut comparer ces deux formes
en prenant en compte leurs propriétés géométriques. Et pour préserver la topologie de
la forme, on ne déforme pas l'objet directement, mais I'’espace ambiant. En effet, si on
considere un champ de vitesse vy, alors la solution de 1’équation différentielle (que nous
verrons par la suite) est un flot de diffeomorphismes appelé flot engendré par v, qui envoie
la forme source sur la forme cible [6]. Cette approche permet d’obtenir naturellement un
difféomorphisme de tout I'espace.

Définition 1.1 (Flot de difféomorphismes).
On considere une famille de difféomorphismes

o RY = RY t€]0,1],

engendrée par un champ de vitesse dépendant du temps v, : R — R9,
Le flot est défini comme la solution de I’équation différentielle :

Y1 = U 0 Py,
Yo = Id.

Cette équation décrit le transport des points de I’espace sous ’action du champ de vitesse
V¢.

L’ensemble des difféomorphismes est un groupe, et la déformation a l'instant t est
donc donnée par I'action de groupe des diffeomorphismes sur les formes : gr = ¢; - ¢s.
Cette action dépend de la nature géométrique de la forme étudiée [9].

1. Que l'on appellera LDDMM par la suite



— Nuage de points (Landmarks) : Si g¢ = (21,...,2n5) € (Rd)N, I'action est
I’évaluation ponctuelle : ¢ - gg := ¢(gs).

— Courbes paramétrées : Si ¢ € C1(I;R?), laction est la composition a gauche :
p-q=poq.

— Images : Sigs € L*(2,R), Paction est la composition avec I'inverse (pour préserver
l'intensité) : ¢ - g5 := gs o 1.

Exemple 1.2. Voyons un exemple de recalage rigide avec une forme source xg et une
autre forme cible xp séparées par une rotation (cet ezemple sera détaillé plus loin (6.2)).
La forme source, a laquelle on a appliqué une rotation, recouvre parfaitement la forme
cible :

] Evolution temporelle du recalage ]
Etat Initial (t=0) Flux Intermédiaire (t=0.5) Etat Final (t=1)

Cible (1) —— Forme tournée

3 — source (Ip)

FIGURE 1.1 — Recalage sur les rotations SO(2) d'un coq.

1.2 Espace des formes, tangent et cotangent

Dans la formulation géométrique du recalage, on considere un espace de champs de
vecteurs V — C2(R? R?) et un espace de formes Q. Cet espace peut étre, selon le probléeme
étudié, un espace d’images, de courbes, de surfaces ou encore de nuages de points. Dans
le cas des nuages de points, 1'espace des formes est

Q= (RH",

Cet espace s’identifie naturellement a R%. C’est donc un espace vectoriel normé de di-
mension finie ou N désigne le nombre de points et d la dimension de ’espace ambiant.
Comme tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet, R% est un espace de
Banach. Ainsi, ) peut étre vu comme une variété de Banach 2.

Pour décrire I’évolution des formes, on a besoin d’introduire les espaces tangents et co-
tangents.

Définition 1.3 (Espace tangent de Q).
Puisque @ est une variété (de Banach), on peut lui associer en tout point ¢ un espace
tangent 7;,(), au sens de la définition générale (2.2). On note

TQ= U T,Q=1{(¢,v) | ¢ € Qv e T,Q}.
q€Q
2. Variété de Banach : Espace localement semblable a un espace de Banach




Définition 1.4 (Espace cotangent de @)).
On définit son dual, I'espace cotangent T7(), qui est I'ensemble des formes linéaires sur
T,Q. On le définit par

Q= UT;Q={@p|1€Q peT;Q}
9€Q
L’élément p € T;Q est appelé un covecteur. Dans le cadre hamiltonien, on appelle ¢a un
moment.

1.3 Probléme variationnel LDDMM

Le probleme de recalage qui consiste a trouver la meilleure déformation peut s’écrire
comme un probléme variationnel ot I’on doit déterminer le champ de vitesse v; qui mini-
mise une énergie composée de deux termes :

— Un terme de régularité contrdlant le “cotit” de la déformation (& gauche de I'addi-

tion),

— Un terme d’attache aux données mesurant la similarité entre 'image transformée

et la cible (a droite).
Le premier terme favorise des déformations douces, tandis que le second impose que la
forme finale reste proche de la cible.
Le probleme s’écrit :

. 1 1
inf J(v) = 5/0 H’UtH%/dt“_ 1 - as — qr| 12

veL2([0,1],V)
Y1 =V 0Py
tel que { 20 = Id

Théoreme 1.5. Notre probléme ci-dessus admet un minimum.

Preuve. Nous admettons le théoreme et ne démontrons donc pas ce résultat ici. Piste de
preuve : On utilise une méthode de calcul variationnel [5], “Direct method in the calculus
of variations” pour montrer que I’équation de minimisation admet un minimum, et en
plus, le minimum est global. ]

Réécrivons le probleme en utilisant le Théoréeme 1.5. On note ¢; = ¢ - gs la forme a
I'instant t. L’action du champ de vecteurs v; sur la forme est notée v; o ¢;.
La dynamique du probleme de recalage s’écrit alors

Gy = V4 © qy.

Le probleme variationnel peut donc s’écrire sous la forme :

1
: 2
m dt +D
ugL?([lo%],V)/o [0l (91, q7)

tel que 4t =Vt O gt
4o = gs
avec D une métrique adaptée aux données.
Ici, qs désigne encore la forme source et ¢r la forme cible.

Remarque 1.6. Pour appliquer la méthode LDDMM, on n’a besoin que de l'action du
groupe des difféomorphismes sur 'espace de formes. La formulation du probleme de mi-
nimisation repose uniquement sur ’application du groupe a cet espace via gs — 1 - gs.
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1.4 Formulation Hamiltonienne

On peut interpréter le probleme LDDMM comme un probléme de controle optimal [8].
Dans ce cadre, le champ de vecteurs v; est le contrdle, tandis que la forme ¢; représente
I’état du systeme. Son évolution est donnée par

Gy = V4 © qy.

Pour traiter ce probléme contraint, on introduit un covecteur p; € Ty (), appel¢ moment.
Le Hamiltonien associé au probleme de controle optimal noté

H:T"QxV —R
est défini par
1
H(g,p,v) = (p|voq) = loli-

Le premier terme mesure 'interaction entre le moment p et la vitesse de déformation vog,
tandis que le second représente le cotit énergétique du champ de vecteurs v.

1.4.1 Hamiltonien réduit

Le principe du maximum de Pontryagin [10] impose que le contréle optimal maximise
ce Hamiltonien par rapport a v. Pour obtenir cet Hamiltonien réduit en fonction de ¢ et
p, on cherche d’abord le champ de vecteurs optimal v*. Celui-ci est obtenu en annulant
la dérivée de H par rapport a la variable de controle v :

OyH (q,p,v) = 0.

On obtient ainsi un champ de vecteurs optimal

*

v =v"(q,p).

On remplace ensuite cette expression dans le hamiltonien initial pour définir le hamiltonien
réduit
Hr<qu p) = H(Q7p7 U*(Q7 p))

Cette réduction permet de transformer le probleme de controle optimal qui est en di-
mension infinie en un systeme d’équations différentielles sur 7% qui est un probléme en
dimension finie.

1.4.2 Equations géodésiques

Les candidats a 'optimalité sont les géodésiques, c’est-a-dire des trajectoires satisfai-
sant les équations hamiltoniennes suivantes :

Qt = apHT<qt7pt)7

Dy = —8qu(Qt,pt)~

La premiere équation décrit I’évolution de la forme. La seconde décrit ’évolution du
moment associé. Dans le cadre LDDMM, la premiere équation redonne la dynamique

G = V¢ O qy.



Remarque 1.7. L’intérét principal de la formulation hamiltonienne est qu’elle permet de
remplacer 'optimisation sur le champ de vitesse v;, qui appartient a un espace de dimen-
sion infinie, par 1’étude d’un systéme différentiel portant sur les variables (g, p;).

Ce chapitre a posé les fondements nécessaires a 1’étude des cas particuliers, comme
celui des rotations SO(2) et SO(3), qui seront abordés dans les chapitres suivants. En
effet, dans ce rapport nous ne traitons pas le modele LDDMM complet. Nous étudions
une restriction de ce cadre dans le cas ol les transformations considérées sont uniquement
des rotations. Cette restriction permet d’obtenir un modele plus simple que le modele
LDDMM complet qui repose sur I'action du groupe des difféomorphismes en dimension
infinie.



2 Le groupe SO(n) et son algebre de
Lie so(n)

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons aux particularités du groupe SO(n) et de
son algebre de Lie so(n) pour n > 2. Voici quelques définitions pour commencer.

Définition 2.1 (Variété différentielle).
Une variété différentielle est un espace qui est localement assimilable! & un espace
euclidien [3].
Considérons G une variété différentielle.
Définition 2.2 (Espace tangent).

On appelle espace tangent en g a GG, que I'on note 7, G, I'ensemble des vecteurs tangents
en g.

FiGURE 2.1 — Figure du plan tangent a la sphere en un point.

2.1 Le groupe de Lie SO(n)

Le groupe spécial orthogonal SO(n) est un sous-groupe du groupe orthogonal
O(n). C’est le groupe des matrices de rotation a n dimensions. On peut 'écrire :

SO(n) ={Ae M,(R) | detA=1; ATA=1,}

Définition 2.3 (Groupe de Lie).
Un groupe de Lie est une variété différentielle qui est également un groupe, de telle sorte

que l'opération de composition du groupe et 'opération d’inversion sont des applications
lisses? [3].

Théoréme 2.4 (Théoréme de submersion).

Soient f € CHR™,R™) et G := f~(e) ot e € R™.

Si f est une submersion (i.e. si Df(x) est surjective en tout point x de G), alors G est
une sous-variété de ['espace R™ de dimension n — m.

1. On pourrait aussi dire : localement homéomorphe a R"
2. Lisse : de classe C*



Preuve. Admis ]
Proposition 2.5. SO(n) est un groupe de Lie

Preuve. Nous montrons d’abord que SO(n) est un groupe (1), puis qu’il posseéde une
structure de variété différentielle compatible avec les opérations de groupe (2).

(1) SO(n) est un groupe pour le produit matriciel.
Soient A, B € SO(n), montrons que le produit est stable :

(AB)'(AB)=B"A"TAB=B'B=1, et  det(AB)=det(A)det(B) = 1.
Ainsi AB € SO(n).
L’associativité est celle du produit matriciel.
L’élément neutre est la matrice identité I,,, qui appartient & SO(n) puisque

I'LL,=1, et  det(l,) =1.

Enfin, si A € SO(n), alors

ATA=1,,
d’on
Al = AT
Comme ]
A™H = =1
det(A™) = Geray — &

on obtient A™' € SO(n).
Ainsi SO(n) est un groupe et le produit matriciel est bien une loi de composition interne

sur ’ensemble SO(n).

(2) SO(n) est une variété différentielle.
Montrons que SO(n) est muni d'une structure de variété différentielle, comme sous-variété
de l'espace M,,(R).
Considérons 'application

f: Mp(R) — S, (R)
X— X'X

ou S, (R) désigne 'espace des matrices symétriques.
On remarque que

Calculons la différentielle de f.
Soient X € O(n), et H € M,(R) :

f(X+H) =(X+H) (X +H)
= X"X+X"H+H' X+H"H
= f(X)+X"H+H'X+H"H

Comme la norme subordonnée est sous-multiplicative

1T HI| < |H | H| = =],



on a

fX+H)=fX)+X"H+H' X +0O(|H||>)
= f(X)+ Df(X)H + O(| H|]*)

La différentielle de f en X est donc donnée par la partie linéaire en H,
Df(X)H=X"H+H'X.

Il reste a montrer que f est une submersion en tout point de O(n), donc que Df(X) est
surjective :

Soit Y € S§,(R), déterminons H
DfX)H=Y & X'H+H' X =Y.
Posons H = %XY de telle sorte que pour X € O(n)

1 1 1
Df(X)§XY =Y & XT§XY + (§XY)TX =Y

1 1
2N §XTXY + 5YTXTX —-Y

or X'X=1I,etYT =Y, donc

Df(X)lXY = 1InY + 1Yl'n =Y.
2 2 2

On a trouvé pour n'importe quel Y, qu’il y a un antécédent H. Ainsi, D f est surjective
et donc O(n) est bien une sous-variété de 'espace M,,(R) (par le Théoréeme de submer-
sion 2.4).

Posons U = {4 € M,(R) | det(A) > 0}. Comme le déterminant est continu, U est un
ouvert de M,,(R). Or I'intersection d’une sous-variété avec un ouvert de 'espace ambiant
est encore une sous-variété. Puisque

SO(n) =0(n)NU,

on en déduit que SO(n) est une sous-variété de M,,(R).
Enfin, la structure de groupe de SO(n) est compatible avec sa structure différentielle. En
effet, 'application
w: SO(n) x SO(n) — SO(n),
(M,N)+—s MN~!
est lisse. Pour tout N € SO(n), on a N™' = NT. Ainsi,
w(M,N)=MNT.

La transposition étant linéaire et la multiplication matricielle étant bilinéaire, ces deux
opérations sont lisses. Par conséquent, u est lisse. On a SO(n) est un groupe de Lie. [

Remarque 2.6. Comme SO(n) = O(n)N{A € M,(R) | det(A) > 0}, le groupe SO(n) est
un ouvert de la variété O(n). Il possede donc la méme dimension que O(n) et, en chaque
point X € SO(n), le méme espace tangent.

Par ailleurs, O(n) = f~!(1,,), ou

f: Mu(R) — S, (R)
Xr— X'X

9



Comme I, est une valeur réguliere de f, le théoreme des valeurs régulieres donne

dim SO(n) = dim O(n)
= dim M, (R) — dim S,,(R)
2 n(n+1)
n—
n(n —1)
2

2.1.1 Propriétés de ’action du groupe SO(n) sur R"

Soient G un groupe et X un ensemble.

Définition 2.7 (Action de groupe).

On dit que G agit a gauche sur X s’il existe une application u: G x X — X vérifiant
— u(e,x) = z pour tout x € X avec e I’élément neutre de G,
— pour tout g,g € Get v € X

u(g,u(g',x)) = u(gg', x).

Remarque 2.8. On définit de méme 'action a droite par la propriété v(g,v(¢’,z)) =
v(g'g, x).

Proposition 2.9. L’action naturelle du groupe SO(n) sur R™ est donnée par la multipli-

cation matricielle :
u: SO(n) x R" — R"

(R,z) — Rx
Preuve. Soient R, R' € SO(n) et x € R",
u(l,,z) = Ix = x.

Et
w(R,u(R',z)) =u(R,Rx) = RR'x = u(RR',z).

La multiplication matricielle v est une action de groupe. Il

Proposition 2.10. L’action naturelle de SO(n) sur R™ est fidéle, mais elle n’est ni libre
ni transitive

Preuve. L’action de SO(n) dans R" est fidéle :

Si action est fidele, alors si R € SO(n) tel que u(R,z) = z,Vo € R™ alors R = I,,.
Supposons que R € SO(n) vérifie Rx = x pour tout x € R". Alors, pour tout vecteur de
la base canonique de R™ : (eq,...,e,), on a

Re,=¢;, V1<i<n.

Ainsi, les colonnes de R sont celles de I'identité, donc R = I,,. L’action est fidele.

L’action de SO(n) dans R™ n’est pas libre :
Si 'action est libre, alors pour tout x € R, si x # 0 et R # [, alors Rx # x.
Elle n’est pas libre sur R™, puisque R0 = 0 pour tout R € SO(n).

10



Sur R?\ {0}, si une rotation fixe un vecteur non nul, son angle est nul modulo 27, donc
elle est égale a l'identité.
En revanche, pour n > 3, choisissons

10
R:(O S), SeSOm—1), ST,

Alors R # I,, mais Re; = e;. Donc l'action de SO(n) dans R™ n’est pas libre.

L’action de SO(n) dans R™ n’est pas transitive :
Si l'action est transitive, alors Vo, y € R", 3R € SO(n) tel que u(R,x) = y.
Prenons z =0 et y = (1,0,...,0).
Alors VR € SO(n), u(R,z) = Rt =R-0=0 #y.
Donc l'action de SO(n) dans R™ n’est pas transitive. O

Proposition 2.11. L’action de SO(n) sur R™ est isométrique. C’est-a-dire :
Vr,y € R",VR € SO(n), (Rx, Ry) = (x,y) .
Preuve. Soient z,y € R" et R € SO(n)
(Rz, Ry) = <1:, RTRy>.
Or R"R =1, car R € SO(n), donc

(Rz, Ry) = (z, Iy)
= (z,9) .

L’action de SO(n) sur R™ est isométrique, elle préserve bien la distance. Il

Définition 2.12 (Orbite d’une action).
On appelle orbite de x la partie de ’ensemble X définie par

Orb(z) = {u(g, z) | g € G}.

Proposition 2.13. Les orbites de l'action naturelle de SO(n) sur R"™ sont les sphéres
centrées en l'origine. Plus précisément, pour tout x € R",

Orb(z) = {Rz | R € 5O(n)} = {y € R" [ |ly|| = [l]}.

En particulier, si x = 0, alors

Orb(0) = {0}.

Preuve. Soit x € R™. Montrons par double inclusion :
Orb(z) C {z € R | ||2]| = ||z||} : Soit y € Orb(z). Alors il existe R € SO(n) tel que

y = Rx.
Comme 'action de SO(n) sur R” est isométrique, on a
lyll = IRl = {l]].

Donc
ye{zeR"||z]| ==}

11



Alinsi,
Orb(z) C {z € R | [|2]| = [l[|}-
Orb(z) D {z € R" | ||z]| = ||=||} : Soit maintenant y € R" tel que

Iyl = NIl

Si z =0, alors ||y|]| =0, donc y = 0. On a donc bien
Orb(0) = {0}.
Supposons maintenant que x # 0. Alors y # 0 également. Les vecteurs

ZE )
[l [yl

sont deux vecteurs unitaires de R”. On peut compléter chacun d’eux en une base ortho-
normée directe de R" :

x y
Bx: T €25 6n |, B, = 7f7"-afn>-
<qu ’ ) ’ (HyH i

Il existe alors une matrice R € SO(n) envoyant la base B, sur la base B,. En particulier,

(i) =

Comme ||z|| = ||y||, on obtient
Rx =y.
Donc y € Orb(z).
Ainsi,
{z € R" | [|z[| = [|=[|} < Orb(z).
Finalement, les deux inclusions donnent Orb(z) = {y € R" | ||y|| = ||=||} O

2.1.2 Propriétés topologiques de SO(n)

Théoréme 2.14 (Compacité en dimension finie).
Soient (X, || ||) un espace vectoriel normé de dimension finie et E C X une partie de X .
Alors E est compacte si et seulement si E/ est fermée et bornée.

Preuve. = Une partie compacte est aussi fermée et bornée. Cette implication est donc
vraie dans n’importe quel espace.
< (C’est une conséquence du Théoreme de Bolzano-Weierstrass. Il

Proposition 2.15. SO(n) est un groupe compact.

Preuve. On a SO(n) C M,(R) qui est en dimension finie.
Montrons que SO(n) est fermé (1) et borné (2) :
(1) SO(n) fermé.
Soient f et g deux applications continues.
f: Mp(R) — R g: Myp(R) — M, (R)
X — det(X) Xr— XTX
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On pose {1} C Ret {I,} C M,(R), deux fermés (car ce sont des singletons).
Alors SO(n) = f~({1}) N g~ *({I.}), comme T'intersection de deux fermés (images réci-
proques de fermés par des applications continues). Ainsi SO(n) est fermé.

(2) SO(n) borné.
Soit A € SO(n), alors ||A||% = Tr(ATA) = Tr(1,) = n.
On adonc: VA € SO(n),3M = y/n tel que ||A|| < M (toutes les normes sont équivalentes
en dimension finie).
On retrouve que SO(n) est borné car SO(n) C B(0, M).

Finalement, SO(n) fermé et borné donc (par le Théoréme de compacité en dimension
finie 2.14) SO(n) est compact. ]

Proposition 2.16. SO(n) est un groupe conneze par arcs.

Preuve. Le groupe SO(n) est compact (2.15) et c’est aussi une variété différentielle (2.5).
Dong, il est donc localement connexe par arcs et posséde un nombre finie de composantes
connexes par arcs.

Il ne reste plus qu’a prouver qu’il n’y a qu'une unique composante :

Notons C' la composante connexe par arcs de l'identité [, dans SO(n). Puisque SO(n)
est une variété différentielle, il existe U un voisinage ouvert de I,, qui est homéomorphe a
un ouvert de R™»~1/2. On peut choisir U connexe par arcs, de sorte que U C C.

Par ailleurs, pour toute matrice A € SO(n), la translation a gauche

La: SO(n) — SO(n)
M +— AM
est un homéomorphisme. Elle envoie donc la composante C' de I,, sur la composante AC'
de A. En particulier, toutes les composantes connexes par arcs de SO(n) sont ouvertes.

Pour montrer qu'il n’existe qu'une seule composante, considérons A € SO(n). Puisque A
est une matrice orthogonale, il existe une matrice P € O(n) et des réels 0y, . .., 0, tels que

PTAP = diag(R(Ql), . R6,),1,..., 1),

ro) = (ol o).

ou

En effet, les éventuels blocs (—1) apparaissent en nombre pair, car det(A) = 1, et peuvent
donc étre regroupés deux a deux sous la forme

(‘01 _01> = R(m).

~v:10,1] — SO(n)
s Pdiag(R(t@l),...,R(t&r),l,...,1>PT

Définissons alors 'application

Cette application est continue. De plus, chaque matrice (¢) est orthogonale et vérifie
det(y(t)) =1,
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donc 7(t) € SO(n) pour tout t € [0,1]. Enfin,
v(0) =1, et v(1) = A.

Ainsi, toute matrice A € SO(n) appartient a la composante connexe par arcs C de
I'identité. On en déduit que
C' = SO(n).

Par conséquent, SO(n) ne possede qu'une seule composante connexe par arcs.
Et SO(n) est connexe par arcs. O

2.2 L’algebre de Lie so(n)

L’outil principal qui nous permettra d’étudier les groupes de Lie est leur algebre de
Lie. Définissons cette structure pour les rotations et intéressons-nous aux propriétés dif-
férentielles des groupes de Lie. Prenons GG un groupe de Lie et e € G son élément neutre.

Définition 2.17 (Algebre de Lie).
Une algebre de Lie, notée g = T.G, est un espace vectoriel muni d’un produit appelé
crochet de Lie, qui est une application bilinéaire antisymétrique [3]

[]:axg—g
et qui satisfait 'identité de Jacobi :

(& 0.1+ [ ¢ &+ ¢ € m] =0, pour (€,1,¢) € g°.

Proposition 2.18. Les algébres de Lie des groupes SO(n) et O(n) coincident :

Preuve. Montrons par double inclusion :
s0(n) C o(n) : Comme SO(n) C O(n), tout vecteur tangent & SO(n) en 'identité est
aussi tangent a O(n).

T;,S0(n) C T;,0(n), donc so(n) C o(n).

s0(n) D o(n) : On utilise le fait que SO(n) est la composante connexe de l'identité
dans O(n) (2.16).
Au voisinage de I, la condition det X = 1 dans O(n) est automatiquement satisfaite sur
la composante ou det X > (0. Comme le déterminant est continu et vaut 1 en I, il existe
un voisinage de I,, dans lequel tout élément de O(n) a un déterminant positif, donc égal
a 1 puisqu’un élément de O(n) a un déterminant +1. Ainsi, O(n) et SO(n) coincident
localement au voisinage de I,,. IIs ont donc le méme espace tangent en I,,.

Finalement, on a so(n) = o(n). O

Proposition 2.19. 77, SO(n) = {H € M,(R) | H" = —H} est lalgébre de Lie de
SO(n), plus précisément : so(n) = T, SO(n).
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Preuve. SO(n) est un groupe de Lie (2.5). L’algebre de Lie d'un groupe de Lie est définie
comme son espace tangent en l'identité (ici Id), que l'on trouve en différenciant f3 en
I'identité avec

f: Mu(R) — S, (R)
X+— XTX
Par la preuve de la proposition (2.5), on a
Df(X)H=X"H+ H'X.
On I’évalue en l'identité
Df(I,yH=IH+H'I,=H+H".
Et comme
O(n) = (1)

et que I, est une valeur réguliere de f, le théoreme des valeurs réguliéres donne, pour

tout X € O(n),
TxO(n) = ker(Df(X)).

Par (2.6), on a
T7,50(n) =T;,0(n) =ker Df(1,).

Enfin,
T;,SO(n) = ker(Df(I,)) = {H € M, (R) | H' = —H}

Par définition, l'algebre de Lie de SO(n) est 'espace tangent en l'identité.
Ainsi, I'algebre de Lie du groupe des rotations de dimension n est I’ensemble des matrices
antisymétriques.

so(n) ={H e M,(R) | H = —H}

Définition 2.20 (Crochet de Lie dans so(n)).
Le commutateur de so(n) est, pour A, B € so(n) :

([hD:gxg—g
(A, B) — AB — BA

Proposition 2.21. Si A, B € so(n), Alors [A, B] € so(n)
Preuve. Soient A, B € so(n), calculons la transposée de [A, B]
[A,B]" = (AB — BA)"
= (4AB)" — (BA)'
=B'AT - ATB".
On utilise 'antisymétrie de A et B

[A,B]" = (=B)(—4) — (—A)(-B)
— —(AB - BA) = —[A, B

On a bien [A, B] antisymétrique, donc [A, B] € so(n). O

3. En effet, on peut ignorer la condition sur le déterminant car on a déja montré que les algebres de
Lie de SO(n) et O(n) coincident (2.18)
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Définition 2.22 (Translation a droite).
Soit g € G. On note translation a droite I'application :

R,:G— G
h — hg

Proposition 2.23. La translation a droite sur le groupe SO(n) est une application lisse.

Preuve. Soit Ry une translation a droite sur SO(n). On peut définir cette translation
comme :

Ry SO(n) — SO(n)
Xr—uxv=XM

Par produit lisse (car c’est une application polynomiale en les coefficients), on a que
Ry est une application lisse sur SO(n). O

Proposition 2.24. L’espace Ty;SO(n) est isomorphe a Ty, SO(n) pour tout M € SO(n)

Preuve. Soit M € SO(n). On considere la translation a droite (2.22) sur SO(n) définie
par
Ry : SO(n) — SO(n)
X — XM

Cette application est lisse (2.23), et son inverse Rj;-1 est lisse. Ainsi, Ry, est un difféo-
morphisme de SO(n).

En particulier, sa différentielle en tout point est un isomorphisme linéaire. En évaluant
en l'identité, on obtient

(dRu);,  T1,S0(n) — Ty SO(n),
qui est un isomorphisme. Son inverse est donné par
(dRp-1)y - TuSO(n) — 17, S0(n),
et par théoreme de dérivation des fonctions composées, on a

(dRMfl)M o) (dRM)In = d(RMfl e} RM)In
= d(Idsow),.

= ldzy, som)
On en déduit que T3/ SO(n) et 11, SO(n) sont isomorphes. O

Remarque 2.25. La translation a droite permet de “passer”* d’un espace tangent a un
autre, reliant I’espace tangent en un point quelconque et ’espace tangent a I'identité (2.24).

Exemple 2.26. La figure ci-dessous Figure (2.2) illustre ce principe sur la surface
z = x? —y? (qui joue ici le Tole d’une variété différenticlle). Le long de la courbe y = 1,
on a représenté les plans tangents T, G et T, G en gy = (—2,1,3) et g, = (0,1, —1), ainsi
que les vecteurs tangents correspondants. Le passage de ['un a l'autre peut étre réalisé par
une translation a droite convenable.

4. Passer : transporter de maniere isomorphe les structures

16



FIGURE 2.2 — Figure des plans tangents a une surface en gq et g;.

2.3 L’application exponentielle

L’application exponentielle joue un role fondamental dans I’étude des groupes de Lie
car elle établit un lien entre I'algebre de Lie g = T, G et le groupe de Lie G.

Définition 2.27 (Exponentielle de matrice).
Soit A € M,,(K) avec K = R ou C. On appelle exponentielle de la matrice A, notée e,

la somme de la série : T
et = ’; T exp(0) = I,,.

Proposition 2.28. Si A € so(n), Alors e € SO(n).
Preuve. Montrons que det(e?) =1 et (eA)TeA = I,,, et donc que e € SO(n).

Soit A € so(n), A est une matrice antisymétrique.
On sait que pour tout M € M, (R)

det(eM) = T,

Par antisymétrie de A, Tr(A) = 0.
Et donc
det(e?) = A =0 = 1.

: T
Maintenant, montrons que (e?) et = I,,.
Pour la méme matrice A,

AT ooAk T oo(Ak)T
" =(5u) =5
> (AT 47
=2 k!) =)

Or AT = —A,

Ainsi, e vérifie det(e?) =1 et (eA)TeA =1I,.
On a bien e € SO(n). O
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Nous avons vu que, étant donné un vecteur A € g, I’exponentielle permet de construire
un élément exp(A) € G (au moins dans le cas ou G = SO(n)). L’exponentielle permet donc
de passer d'une information infinitésimale, contenue dans l'espace tangent a l'identité, a
une transformation appartenant au groupe. Dans le cas des rotations, elle associe a une
matrice antisymétrique A € so(n) une matrice de rotation e € SO(n). Intéressons-nous
au cas ou n = 2.

Exemple 2.29. Ezemple d’exponentielle d’une matrice 2 X 2 antisymétrique :
Soient 0 € R et A = (g 09> € 50(2). Calculons e? :
On observe que

et par récurrence,
2%k _ ¢ 1\kp2k 2kl _ [ ykp2ksr (0 —1

Alors
A2k+1

A— B [o.¢]
‘ Zk'_z g%ﬂ

(& e 9%) v (B 5 (9)

On reconnait les séries du cosinus et du sinus :

B 00 (_1)k92k . B 00 (_1>k‘92k+1
COSQ—27(2]€>! , Sm@-l;]i@k_i_l)! )

k=0

eA:COS@I?—l—SinQ((l) _01>:<C989 —sln9>7

Ainsi,
sinf  cos@
qui est bien une matrice de rotation, donc et € SO(2).
Proposition 2.30. L’application exponentielle exp: so(n) — SO(n) est surjective.

Preuve. Soit R € SO(n). Par le théoreme spectral, il existe une base orthonormée dans
laquelle la matrice de R est diagonale par blocs, les blocs diagonaux étant soit des blocs
de rotation :

sinf, cosf,

R(0,) = (cos 0, —sin 9k>

soit des blocs (1) et (—1).
Comme det R = 1, les valeurs propres (—1) apparaissent en nombre pair ; on les regroupe
donc deux a deux pour former des blocs

—IQ = R(Tf')
On obtient ainsi une décomposition

R= Pdiag(R(Ql), L R6,),1,..., 1)P—1,



ou P est orthogonale.
Pour chaque bloc de rotation d’angle 0, on construit explicitement

(0 —b
A = <9k 0 )Eso(Z),

de sorte que
GA’“ = R(@k)

On pose alors
A= Pdiag(Ay,..., A,,0,...,0) P~

Comme so0(n) est stable par conjugaison orthogonale, on a A € so(n).

Finalement,
e = Pdiaug(eAl,...,eA”",l,...,l)P_1 = R.

Ainsi, on retrouve que e = R, et donc que pour tout R € SO(n), il existe A € s0(n) tel
que e = R. L’exponentielle est surjective de l'algébre de Lie de SO(n) dans son groupe
de Lie. ]
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3 Etude de I’équation différentielle
linéaire %(t) = Ax(t)

Dans ce chapitre, nous verrons comment cette équation différentielle linéaire apparait
naturellement par 1’action du groupe spécial orthogonal SO(n) sur des landmarks de R",
I'importance de ce résultat, ainsi que sa résolution. Commencons avec le groupe de Lie

SO(n).

3.1 Obtenir ’équation différentielle &(t) = Ax(t)

Considérons des landmarks x; € R" et I’action du groupe SO(n) sur R". Remarquons
une égalité que 'on utilisera juste apres.

Remarque 3.1. On sait que VX € SO(n): X"X =1, et donc X' = X7,

Trouvons I’équation.

Considérons une courbe différentiable & valeurs matricielles M; € SO(n) et définissons
la déformation d'un landmark z; par

Différencions cette expression par rapport au temps,

En posant A(t) = M;M,™", on a M, = A(t)M,. Montrons que A(t) est antisymétrique :
en dérivant I'identité (3.1) M, M, = I,, par rapport au temps,
MtTMt + MtTMt = 0.

Comme M,™" = M, ", on a A(t) = MM, ", et Pégalité ci-dessus donne A(t)" + A(t) = 0.
Ainsi A(t) € T, SO(n) = so(n) (I'algebre de Lie de SO(n)).

On obtient alors

(1) = A(t) M,
B (1) = A()ai(2).

Donc si on suppose que ce vecteur est constant en fonction du temps A(t) = A, on retrouve

(1) = Axy(t).
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Remarque 3.2. Cette construction peut également s’interpréter a ’aide de la translation
a droite sur SO(n). Pour M € SO(n) :
Ry SO(n) — SO(n)
X— XM

Sa différentielle en X € SO(n) est

Hv+— HM.

En effet, pour H € M,,(R),
Ry(X+H)=(X+H)M
=XM+ HM
= Ry(X)+ DRy (X)H + o(||H|)).
Ainsi

est a valeurs dans les applications linéaires d’un espace tangent dans un autre, qui sont
isomorphes (2.24).

Remarque 3.3. La solution de 1’équation différentielle linéaire ci-dessus permet, a partir
d’un seul élément A de I'algebre de Lie so(n), de créer un mouvement sur tout le groupe
SO(n) et de déformer les landmarks par 'action de ce mouvement.

3.2 Solution de #(t) = Ax(t)

Pour garantir 'existence et 1'unicité des trajectoires sur ’espace de forme, revenons
au cas général avec le théoreme suivant. Soit [ un intervalle compact.

Théoréme 3.4 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz).
Soient A: I — M, (K) et B: I — K" deuz fonctions continues.
Alors ¥ty € I, le probleme de Cauchy

{ Y' = A(t)Y + B(t)
Y(to) = yo

admet une unique solution définie sur I tout entier.
Preuve. Admis O
Proposition 3.5. La solution de l’équation différentielle linéaire &(t) = Ax(t) est :

z(t) = g

Preuve. Dans notre cas, en associant R? & M,,(R), Papplication F(t, X) = AX est linéaire
par rapport a X, donc globalement lipschitzienne.

Le Théoreme de Cauchy-Lipschitz 3.4 s’applique et assure I’existence d’une unique solution
maximale définie sur R tout entier, dont la forme explicite fait intervenir I’exponentielle
de matrice.
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Vérifions que notre unique solution est z(t) = ety
x étant lisse, on peut écrire :

i(t) = (ef4)zg
On dérive en fonction de t.
= Aetx,
x(t) = Ax(t)
Avec
z(0) = L,xo = 29

Ainsi, 'unique solution de I'équation différentielle est x(t) = e!4x.
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4 Formulation Hamiltonienne du re-
calage sur SO(n)

Avant de nous restreindre aux cas explicites SO(2) et SO(3), reprenons le cadre ha-
miltonien introduit au Chapitre 1. Etudions le cas ou le groupe de transformations est
SO(n) et que la forme étudiée est un nuage de points.

4.1 Espaces tangent et cotangent des nuages de points

Dans ce cadre, on distingue le champ de vecteurs v; du flot de difféomorphismes y;
qu’il engendre. En effet, v, € C3(R",R") est le champ de vecteurs dépendant du temps.
Dans le cadre général, on considere.

On travaille donc dans I'espace

V = Skew,, = so(n),

ou Skew, désigne l'espace des matrices antisymétriques de taille n > 2.
La forme étudiée est un ensemble de N landmarks. L’espace des formes est

Q= (R,

qui est un espace vectoriel de dimension finie. Un espace vectoriel étant son propre tangent
en chacun de ses points, on a donc

T,Q = (R")N =Q pour tout ¢ € Q.

Pour définir I'espace cotangent 7@, on cherche I’ensemble des formes linéaires sur 7,Q,

c’est-a-dire les applications qui prennent un élément de 7,Q) = (R”)N et renvoient un
scalaire dans R.

Soit p € T;Q = (R”)N et 0g € T,Q) = (R”)N. On cherche une application telle que
p(dq) = (p | 6¢) € R. On pose Q = (R™V, (-,-)) muni de son produit scalaire canonique,
et donc on obtient une application bilinéaire de T;/Q dans les réels qui convient :

(p| 6q) = (p,dq) = p'dq.

Remarque 4.1. Cette identification de T Q) avec T,(Q) est spécifique au cas des nuages de
points.
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4.2 Hamiltonien sur SO(n)

Reprenons le Hamiltonien introduit au Chapitre 1. Le contrdle est ici la matrice
antisymétrique A € V = Skew,, et I'action du champ de vecteurs sur la forme est donnée
par la multiplication matricielle A - ¢ = Aq. Le Hamiltonien s’écrit

H:T*QxV —R
1
(4.0, 4) — (p | Ag) — 5] AJ1*

En utilisant Pexpression vue juste au-dessus et la norme de Frobenius || Al|3 = tr(ATA),
on obtient :

1
H(q,p,A) = (p| Ag) — §||A||2
1
=p'(Ag) — itr(ATA)

Le premier terme mesure l'interaction entre le moment p et la vitesse de déformation Agq,
tandis que le second représente le cotit énergétique du champ de vecteurs.
Le probleme variationnel s’écrit alors, avec qg la forme source et ¢r la forme cible :

1 1
i = A% dt + -
mi ) 2/0 H t||v HQ1 QTH

n
AeL?([0,1],V
.9
tel que 4y tqt
do = gs

4.3 Equations géodésiques

Le principe du maximum de Pontryagin [10] impose que le contréle optimal maximise le
Hamiltonien par rapport a A. Les trajectoires optimales sont alors solutions des équations

hamiltoniennes ‘
qr = apH(Qt7pt7 At)7

Dt = _8qH(Qt7pt>At)7
0= aAH(Q7p7A)

La condition pour optimiser A et obtenir le Hamiltonien réduit se trouve en annulant
la dérivée du Hamiltonien par rapport a A. En effet, H étant strictement concave en v,
I’annulation de la dérivée caractérise le maximum.
Calculons cette différentielle
Le premier terme p' (Aq) est linéaire en A, il s’écrit
p'(Ag) = Tr(p" Aq) = Tr(gp" A),
d’ou,
V(p"(Ag)) =pq".

Le second terme : —3Tr(AT A) a pour différentielle —A.
En effet, soit

f(A) = —; Tr(AT A).
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Pour toute variation H,

fA+H)=—STe((A+ H) (A+ H))

N —

F(A) — ;Tr(ATH +HTA) +o(|H]|)
= f(A) = Te(ATH) + o(| H|)),

car Tr(H'"A) = Tr(ATH).
Alinsi,
DF(AVH = — Te(ATH) = (~A, H),
olt (X,Y) =Tr(X"Y) est le produit scalaire de Frobenius. Par conséquent,

Vf(A) = —A.

On obtient donc
VH(q,p,A) =pg" — A
Par définition, le controle A est contraint d’appartenir a ’algeébre de Lie so(n) = Skew,.

Les variations admissibles K appartiennent donc également a Skew,. La condition pour
avoir le Hamiltonien stationnaire par rapport a A s’écrit alors

(p" —AK)=0, VK € Skew,.

c’est-a-dire
A* = PrOjSkewn (qu)
Comme la projection orthogonale sur Skew, est donnée par

. 1
PrOJSkewn(M) = §(M - MT)a

on obtient

A= ; (pa" = a")' ) =5 (pa" —ar").

N —

donc A* € Skew, = so(n).
On définit alors I’'Hamiltonien réduit en remplacant le controle optimal dans le Hamilto-
nien initial :

H,(q,p) = H(g,p, A”).
Comme le Hamiltonien réduit H, ne dépend pas explicitement du temps, il est conservé
le long des solutions des équations hamiltoniennes et le probleme de controle optimal se
ramene ainsi a un systéme d’équations différentielles sur T*Q), avec pour seule condition
la donnée du moment initial pg :

1 1
in — [ [|A? dt -
meQ/O [ Ay dt + [[g1 — gz

po€Ty,

tel que les équations hamiltoniennes sont satisfaites.

Remarque 4.2. Sur le groupe des difféomorphismes, on aurait G = Diff(R") et g =
CF(R"™,R"), un espace de dimension infinie. Ici, dans le cas des nuages de points, on
ap € T*Q avec dim(7*Q) = dim(Q) = nN fini. L’optimisation ne porte plus sur le
champ de vitesse en dimension infinie, mais uniquement sur le moment initial py, un objet
de dimension finie.
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5 Cas particuliers de SO(2) et SO(3)

Dans ce chapitre, nous sortirons un peu de la théorie en nous intéressant a des cas
simples : les groupes de rotations SO(2) et SO(3).
Ces deux groupes vont nous donner un apercu plus concret du cadre LDDMM.

5.1 SO(2), Les rotations en dimension 2

Le groupe SO(2) est tres simple, il décrit les rotations du plan autour de 'origine en
dimension 2.

Proposition 5.1. Soit R une matrice de SO(2), alors il existe § € R tel que
cosf) —sind
ft= (sin@ cos )

R— (Z Z) € S0(2).

Comme R"R = I, les colonnes de R forment une base orthonormée de R%. On a donc

Preuve. Soit

a+c=1.

Il existe alors # € R tel que
a = cosf, c=sinf.

La seconde colonne doit étre un vecteur unitaire orthogonal a (a, c)T. Elle est égale a
(—sin 6, cos ),

ou a
(sinf, — cos ) .

Or det(R) = 1, ce qui élimine la seconde possibilité. Ainsi

b= —sin6, d = cos®.

cosf) —sind
R= (sin9 cos 6 ) '

Ainsi,
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Etudions ’équation R(t) = AR(t) dans SO(2).

L’inconnue est une rotation que I'on va nommer ici R. On remarque que A € s0(2)
pour que la solution appartienne a SO(2).
Alors on peut écrire A sous la forme

A:<O —w>’ avec w € R.
w 0

On a vu que la solution d'une équation différentielle linéaire de ce type est etz (3.5).
Dans notre cas, on a donc
R(t) = " Ry,.
Or l'exponentielle d'une matrice de so(n) est a valeur dans SO(n) (2.28).
Sachant que tA € 50(2), donc e € SO(2) et ' peut s’écrire (5.1) comme

‘A <cos€ —sin @
e

“\sng  cosd ) , avec 6 € R dépendant de t.

Posons

Alors A = wJ et J? = —15.
Par définition de l’exponentielle matricielle (2.27),
22 (A" X (wt) T

A _
= T

k=0 k=0

Comme
PR= (=)' et SR = (1),
on sépare les puissances paires et impaires :
PR P oV 0 i
= (2k)! = (2k+1)!
= cos(wt) Iy + sin(wt) .

J

Apres résolution, on trouve

A <cos(wt) —sin(wt)) ‘

sin(wt)  cos(wt)

Par conséquent,

R(t) = (cos(wt) —sin(wt)) R,

sin(wt)  cos(wt)
Comme toute matrice de SO(2) est une rotation, il existe 0y € R tel que
Ry = <cps 0y —sin 90> '
sinfly  cosby
On obtient alors

R(t) (Cos(wt) —sin(wt)) <cos(90) —sm(eo))

sin(wt)  cos(wt) sin(fy)  cos(6p)
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En effectuant le produit matriciel et en utilisant les formules d’addition du sinus et du
cosinus, on trouve

cos(By + wt) —sin(fy + wt)
k() = (sin((% +wt)  cos(fp + wt) ) - (%)

Ainsi, la solution est une rotation dont I’angle évolue linéairement avec le temps si 6, = 0.

Application au modele de recalage.

Soit xg notre forme source et xr notre forme cible. Rappelons notre équation de
minimisation dans le cas général [7] pour gs la forme source et ¢r la forme cible :

1 /1 9
i = — dt . —
opmin J) =5 [l de o+ e -as — arl

Pt =V O Py
tel que { 2o = Id

Dans SO(2), 'espace des transformations est réduit aux rotations du plan. On cherche la
meilleure rotation, ou x; désigne la forme transformée, vérifiant

{ i(t) = Ayx(t)

Lo = Xs
Alors, on résout I'équation différentielle ci-dessus en utilisant la solution (x)
z(t) = R(t)xs.

On obtient ainsi une description explicite de I’évolution de la forme source sous 'action
d’une rotation. Le résultat x; apparait quand la rotation est totalement appliquée a notre
forme source.

Le champ de vecteurs associé a la rotation est donné par

v (z) = Az, A, € 50(2).

En identifiant un champ de vecteurs linéaire a sa représentation matricielle, on notera par
la suite
Vs = At7 At c 50(2).

Alinsi, notre minimisation ressemble maintenant a ¢a (ou Skews désigne I'espace des ma-
trices antisymétriques) :

. 1t
min = A, e+ oy — 1]
) 0

AeL2([0,1],Skews

To =g

tel que {

0 —w

0
On peut simplifier notre minimisation, et utiliser la valeur absolue au lieu d’une norme
qui convient :

Or A est antisymétrique, donc sous la forme A; = | pour un certain w; € R.

]_ 1
min 7/0 w2 dt + |21 — 2o

weeR 2
tel que { () = Aw(t)
To =g
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Si I'on cherche une géodésique?!, on pose w; = w pour tout t. Le probléme se réduit a
I'optimisation d’un seul scalaire paramétrique w € R :

. 1
min J(w) = §|w|2 + ||z (w) — 27|

i(t) = A(t)

1
tel que { Yo = T

Autrement dit, dans le cas de SO(2), le probléme de recalage consiste a rechercher une
vitesse d’angle ? optimale permettant de faire coincider au mieux la forme source avec la
forme cible tout en “optimisant” 3 la rotation.

5.2 SO(3), Les rotations en dimension 3

Le cas de la dimension 3 introduit une géométrie supérieure a celle de la dimension 2,
notamment en raison de la non-commutativité du groupe SO(3).

Proposition 5.2. Soit R une matrice de SO(3), alors cette matrice est semblable (par
conjugaison orthogonale) a une matrice de cette forme :

1 0 0
0 cos(f) —sin(d) |, avec § € R
0 sin(d) cos(6)

c’est-a-dire, il existe une matrice P orthogonale et un réel 6 vérifiant

1 0 0
R=P|[0 cos(d) —sin(d)|P "
0 sin(f) cos(0)

Preuve. Soit R € SO(3) et soit u I’endomorphisme orthogonal associé.
Considérons le polynéme caractéristique

X(t) = det(R — t13).

C’est un polynome de degré 3, donc il admet au moins une racine réelle A. Comme R est
une matrice orthogonale, toutes ses valeurs propres sont de module 1, on obtient donc
nécessairement A € {—1,1}.

Montrons que 1 est nécessairement une valeur propre de R :

Supposons, par l'absurde, que 1 ne soit pas valeur propre. La valeur propre réelle A est
alors égale a —1. Soit e; un vecteur propre unitaire associé a A = —1. Puisque u est
orthogonal, le sous-espace H = e; est stable par u.

Dans une base orthonormale adaptée a la décomposition R? = Re; @ H, la matrice de u
est de la forme

<_01 2) : avec A € O(2).

1. La rotation “la plus naturelle”, sans accélération, a vitesse angulaire constante
2. Vitesse d’angle ou vitesse angulaire : un angle qui évolue en fonction du temps
3. Optimiser : minimiser le colit énergétique
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Comme det(R) = 1, on obtient
1 =det(R) = —det(A),

donc det(A) = —1. Or toute matrice de O(2) de déterminant —1 admet 1 comme valeur
propre. Ainsi, u admet également 1 comme valeur propre, ce qui est contradictoire.
Soit e; un vecteur unitaire associé a la valeur propre 1. Le sous-espace

H=et

est stable par u. En choisissant une base orthonormale (es, e3) de H, la base

B = (61762763)

est orthonormale et

1 00

Matg(u) = [0 a b |,

0 ¢ d

ou
a b
A= <C d) € 0(2).

Comme

det(A) = det(R) = 1,
on a en réalité A € SO(2). Or, par (5.1), toute matrice de SO(2) est de la forme

cosf) —sind
<Sin9 COSO)’ 0 €R.

Alinsi,
1 0 0
Matp(u) = |0 cosf —sind
0 sinf cosf

Si P désigne la matrice de passage de la base canonique a la base orthonormale B, alors
P est orthogonale et on a bien

1 0 0
R=P|0 cosf —sinf| Pt
0 sinf@ cos@

Equation R(t) = AR(t) dans SO(3).

L’inconnue est une rotation que 'on va nommer ici R. On remarque que A € s0(3)
pour que la solution appartienne a SO(3).
Alors on peut écrire A sous la forme

0 —Ws3 [03))
A=| ws 0 —w |, avec w = (wy,ws,ws) € R?.
—W9 w1 0
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On a vu que la solution d'une équation différentielle linéaire de ce type est e!4zq (3.5).
Dans notre cas, on a donc

R(t) = etARo.

Or l'exponentielle d’'une matrice de so(n) est a valeur dans SO(n) (2.28).
Contrairement au cas de SO(2), on n’utilisera pas une écriture simple de €. On va plutét
calculer avec les séries entieres.

Notons
0 = lloll = if + f + 3,

la vitesse angulaire (la norme du vecteur w), et, si € # 0, n = w/0 le vecteur unitaire
correspondant a l’axe de rotation.

Lemme 5.3. La matrice A vérifie
A% = —9*A.
Preuve. Pour tout z € R3, on a Az = w x 2. Donc
Ar=wuxwxz)=(w 2)w—|wr=(w- 2)w— 0.
Ainsi, A2 = ww" — #%15. On en déduit
AP = Alww! = 0°I3) = (Aw)w" - 0°A.
Or Aw=wxw =0, dou A3 = —0?A. O

Cette relation (5.3) permet de calculer, par récurrence, toutes les puissances de A a
partir de A et A? seulement :

A2k+1 _ (_1)k92kA A2k+2 _ (_1)k92kA2 k € N.
On peut alors regrouper les termes pairs et impairs de la série exponentielle :

(A" = (1) (o™ = (=D)L
=2 _[3+<Z 2k + 1)1 >A+<Z (2k + 2)! 07 >A'

k=0 k=0 k=0

On reconnait dans ces deux sommes les développements en série entiere du sinus et du
cosinus :

o (—1)F(9r)? ! - o (—1)F(gr)%+2 -
kz:% Tk sin(61), 1;) ) 1 — cos(0t).

On obtient ainsi la formule de Rodrigues :

sin(60t) 1 — cos(6t)
A
o T

tA

e = 13 AQ.

(Si @ = 0, c’est-a-dire w = 0, on a simplement e’ = I3 : I'absence de vitesse angulaire
correspond a l’absence de rotation.)

Alinsi,

. 1_
R(t) = <f3 N smé@t)A+ cec;s(et)A2> R,
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On retrouve que R(t) est la rotation d’angle 6t autour de 'axe donné par n = w/6, ap-
pliquée a Ry. L’angle de rotation croit donc linéairement en ¢, exactement comme dans le

cas de SO(2).

Il faut remarquer une différence importante avec le cas de SO(2) : le groupe SO(3) n’est
pas commutatif. En général, pour deux rotations Ry, Ry € SO(3),

RiR, # RyR,.

L’ordre dans lequel on applique deux rotations de ’espace a donc une importance.

Application au modele de recalage.

Dans le cas des rotations en 3 dimensions, le probleme se réduit aussi a I’optimisation
d’un seul vecteur paramétrique w € R3 :

) 1
min J(w) = Sllwl* + [lz1(w) — @l

weR?
tel que i(t) = Ap(t)
To=2Tg

avec A € s0(3).
Sauf que la quantité w contient alors deux informations :

— sa direction donne 'axe de rotation ;

— sa norme donne 'angle de rotation appliqué entre t =0 et t = 1.
Ainsi, dans le cas de SO(3), le recalage consiste a chercher 1’axe et I'angle de rotation qui
permettent de rapprocher au mieux la forme source de la forme cible, tout en minimisant
le cotlit énergétique associé a cette rotation.
Cependant, contrairement au cas de SO(2), 'optimisation n’est plus scalaire. Elle porte
maintenant sur un vecteur de R?, et la non-commutativité de SO(3) rend la géométrie du
probléme plus riche.
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6 Implémentation algorithmique

Nous détaillons ici deux stratégies de résolution numérique du probleme de recalage
restreint aux rotations, ainsi que ’analyse des résultats expérimentaux obtenus sur diffé-
rentes formes tests.

6.1 Approche directe - Discrétiser puis Optimiser

Pour résoudre ce probleme numériquement, on utilise un algorithme itératif :
— Initialisation : On choisit une vitesse angulaire de départ, par exemple

w® = 0.

— Boucle d’optimisation (pour chaque itération k) :

1. Intégration du flot (méthode d’Euler explicite) : On discrétise le temps physique
t € [0,1] en N sous-intervalles de pas At. En partant de la position initiale
Ti—p = Xg, on integre la dynamique pas a pas :

Tiinr = Ty + AtA(w(k)) Ty

On obtient ainsi la position déformée finale xgnae, correspondant a l'instant
t=1.

2. Evaluation de Uénergie : On calcule le coiit global
J (w(k)) .

3. Mise d jour (descente de gradient) : On calcule le gradient de I’énergie V.J(w®))
et on actualise la vitesse angulaire avec un taux d’apprentissage « :

w(kﬂ) = w(k) — (IVJ(W(k)) .

La descente de gradient peut étre réalisée a l'aide de 1’algorithme L-BFGS de PyTorch.

6.1.1 Recalage rigide sur SO(2)

On souhaite toujours minimiser le probleme suivant pour les landmarks :

1 /1 9
i = — dt . —
min () =3 /0 vel|2 d + |1 - a5 — az|

O = Vg O Yy
tel que { 2o = Id
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On remplace le champ de vitesse LDDMM par un champ rigide

avec

Le parametre w € R est la vitesse angulaire.
On retrouve alors le probléme présenté dans le chapitre 5 Cas particuliers de SO(2)
et SO(3), avec les landmarks, xg notre forme source et zr notre forme cible :

1
min J(w) = glwl + ey (w) — ]|
{ T = A(w)x

Méthode pour le recalage rigide sur SO(2).

Etape 1 : Intégration du flot
La fonction Euler (A.1) integre le flot rigide par la méthode d’Euler explicite sur ¢t €
[0,1].

Etape 2 : Evaluation de énergie
La fonction rotation_loss (A.2) calcule I'énergie totale J(w) = %|w|2 + ||z1(w) — 27|
Etape 3 : Mise d jour (descente de gradient)
La fonction opti_rotation (A.3) optimise la vitesse angulaire w par descente de gra-
dient.

Exemple 6.1 (Application de la méthode et calcul de la premiere itération).
On initialise le paramétre de rotation a :

w® =0

Cette valeur correspond a une rotation nulle. On évalue alors la fonction cott associée au
recalage :
J(w@) = J(0) = 9.488581

Cette valeur mesure ’écart entre la forme de référence et la forme transformée lorsque

aucune rotation n’est appliquée. La valeur ici provient de l’exemple Figure (6.1).
Calcul du gradient

Le gradient de la fonction coit en w©® est :

VJ(w®) = 23.035329

Ce gradient est positif, ce qui signifie que la fonction coit augmente lorsque w augmente
localement. Pour diminuer la fonction cotut, il faut donc se déplacer dans la direction
opposée au gradient.

Application de la descente de gradient
La formule de mise a jour est :

Wk = ™ v J(w®)
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avec :
a=10"3

En remplagant par les valeurs numériques :
w =0—107* x 23.035329
On calcule d’abord le déplacement
1072 x 23.035329 = 0.023035329

Puis
wM =0 —0.023035329

d’ot

w® = —0.023035329

Vérification de l’amélioration
Apres cette mise d jour, on réévalue la fonction codt :

J(wW) = 8.950083
Comme
8.950083 < 9.488581,

la fonction codt a diminué. La premiére étape de la descente de gradient améliore donc le
recalage en rapprochant les deux formes.

Résumé de l'itération :
w® =0
VJ(w®) = 23.035329
Aw = —aVJ(w®) = —0.023035329
w = —0.023035329
J(w®) = 9.488581 — J(wW) = 8.950083

Recalage SO(2) - étape 1 (w optimisé = -0.0230) Recalage SO(2) - étape 50 (w optimisé = -0.4851)
4.0 4 4.0 ¢
3.5 1 3.5 4
3.0 1 3.0 1
2.5 2.5 1
2.0 1 H 2.0 1
1.5+ 1.5 4
1.0 1.0
0.5 0.5
p ®— Source (Initiale) &— Source (Initiale)
== Target (Cible) == Target (Cible)
0.0 —e— Final 0.0 —e— Final
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

FIGURE 6.1 — Premiere et 50° étape du recalage sur les rotations SO(2).
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Exemple 6.2 (Recalons Lecocq).

Voyons des exemples de recalage par rotation sur SO(2) avec des formes plus complezes.
Dans la Figure (6.2), on applique une rotation a un coq xg pour le faire “matcher”

avec la forme cible xp qui est sensiblement le méme coq légérement tourné. On voit que

la figure source et cible se superposent assez bien. La géométrie du coq est préservée tout

au long de la déformation, le cadre LDDMDM restreint aux rotations est efficace lorsque la

transformation est seulement une rotation.

Recalage sur SO(2)

Forme source
2.0 4 == Forme cible
—— Forme tournée

1.5

1.0 4

0.5

0.0

—0.5 4

rs T

FIGURE 6.2 — Recalage sur les rotations SO(2) d'un coq.

La Figure (6.3) présente deur cas ou la forme cible xy différe de la forme source
xs non seulement par une rotation, mais aussi par une déformation (des coqs légérement
différents séparés de xg par une transformation non rigide). Dans ces situations, le modéle
restreint @ SO(2) montre ses limites : en cherchant uniquement une rotation optimale,
l’algorithme ne peut pas capturer les déformations non rigides. La forme transformée xq
ne coincide alors que partiellement voire méme pas du tout avec la cible xr, et le terme
d’attache aux données ||x1 — x| reste élevé malgré la convergence de ['optimisation.

Recalage sur SO(2) Recalage sur SO(2)

Forme source
=== Forme cible
—— Forme tournée

Forme source
=== Forme cible
—— Forme tournée

2.0+
1.5

1.5
1.0

1.0 1
0.5
0.5

0.0
0.0 4

—0.54
—0.5 4

~1.01

| ’
m ) ‘ I ‘ ‘ m. ) ‘ ‘ ‘ ‘
.0 =05 0.0 0.5 1.0 15 —=0.5 0.0 0.5 1.0 15

xrs xrT zs xrT

FIGURE 6.3 — Recalage sur les rotations SO(2) de différents cogs.
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6.2 Approche hamiltonienne - Tir géodésique

On reprend maintenant la formulation hamiltonienne établie au Chapitre 4 dans le
cas de N landmarks pour faire un algorithme de résolution par tir géodésique (geodesic
shooting) [4], ou la seule variable d’optimisation est le moment initial.

Proposition 6.3 (Equations géodésiques pour les nuages de points sous SO(n)).
Les trajectoires optimales (qi,p¢) € T*Q du probléme de recalage restreint a SO(n) vues
précédemment dans le Chapitre 4 sont solutions de

G = A: qt
Dy = Aé‘pt
avec

1
Al = 5 (ptth — qtp:) € so(n).

Preuve. L’équation sur ¢ s’obtient directement en substituant le controle optimal A* dans
la dynamique ¢; = A;q;.

Pour I’équation sur p, on dérive le Hamiltonien réduit H,.(q,p) = H(q,p, A*(¢q,p)) par
rapport a ¢. Comme A*(q,p) maximise H(q,p,-) sur so(n), la contribution de la dérivée
de A* par rapport a q disparait et il reste donc seulement H exprimé en fonction de ¢ :

aqHT(Q7p) = aqH(Q7p7 A*) = (A*)Tpa

puisque H(q,p, A) = p'(Ag) — 1||A||* est linéaire en ¢. Les équations hamiltoniennes
donnent alors

. T *
pe = =0, (. o) = — (A7) pe = Af i,

ou l'on a utilisé antisymétrie de A} € so(n). O

Comme on disait juste au-dessus et donc contrairement a ’approche directe, on n’op-

timise plus le controle w; (ou A;) le long de la trajectoire, mais uniquement la condition

initiale py € (R™)" du moment. L’algorithme est le suivant :
— Initialisation : On choisit un moment initial :

py’ = 0.

— Boucle d’optimisation (pour chaque itération k) :
1. Tir géodésique (intégration d’Euler explicite des équations de la Proposition 6.3) :

En partant de zog = xg et py = pgk), on integre simultanément les deux dyna-

miques :
Tepar = Ty + At A a4, Prrar = pr + AL A py,

ou le champ optimal A} est recalculé a chaque pas a partir de (zy, p;) courants.

On obtient ainsi z; = xl(pgk)) la déformation finale.

2. Evaluation de Uénergie : On calcule le coiit global
k
J(pt?).

3. Mise a jour (descente de gradient sur pg) : On calcule
k k k
™ =) = a V).
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Remarque 6.4. La taille de la variable d’optimisation py est fixée par la dimension de
I'espace des formes (nN), indépendamment du nombre de pas de temps utilisés pour
Iintégration. C’est précisément l'intérét qu’on a mentionné au Chapitre 4 : le probleme
de controle optimal, initialement posé sur un espace de controles v; de dimension infinie,
se ramene a ’optimisation d’un unique moment initial pg.

6.2.1 Recalage rigide sur SO(2)

Etape 1 : Calcul du générateur optimal
La fonction hamiltonian_A (A.4) calcule A} = % (ptth —qp) ) a partir des tenseurs p,
et x;.

Etape 2 : Tir géodésique
La fonction Euler_Hamilton (A.5) intégre simultanément x; et p; par la méthode d’Eu-
ler explicite sur t € [0, 1], en réévaluant A; a chaque pas.

Etape 3 : Evaluation de énergie
La fonction hamiltonian_loss (A.6) calcule I'énergie totale

1
T(o) = S lIpoll* + ll1(po) — wr.

Etape 4 : Mise d jour (descente de gradient sur po)
La fonction opti_hamiltonien (A.7) optimise le moment initial py par descente de gra-
dient.

On n’illustrera pas cette partie par des exemples imagés car le changement de méthode
n’impacte pas le résultat. Mais voici un exemple comparatif sur le temps d’exécution des
deux méthodes.

Exemple 6.5. On compare le temps d’exécution des deux méthodes d’optimisation pour
la rotation présentée en Figure (6.1) (100 itérations de L-BFGS, mémes points source
et cible, méme intégrateur d’Euler a 20 pas de temps) :

tHamz'ltom'en ~ 0.91 S, tScalaire ~ .56 s.

Comparaison des temps d'exécution
(100 itérations L-BFGS)

1.0 A

0.912s

0.8 -

0.558 s

0.6 -

0.4 A

Temps d'exécution (s)

0.2 1

0.0 -
Hamiltonien Scalaire

FIGURE 6.4 — Comparaison des temps d’exécution sur la rotation de la Figure 6.1
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L’approche scalaire est ici environ 1,6 fois plus rapide que l’approche hamiltonienne
sur cette expérience particuliere. Cet écart s’explique par le nombre de variables intégrées
a chaque pas de temps : [’approche directe ne propage que la position x;, tandis que [’ap-
proche hamiltonienne propage simultanément la position x; et le moment p;, ce qui double
la quantité de calcul a chaque itération d’Euler tout en recalculant A} a partir des deux
tenseurs courants. En contrepartie, rappelons que ’approche hamiltonienne optimise un
vecteur pg de méme dimension que les nuages de points, ce qui la rend directement géné-
ralisable & des dynamiques bien plus riches (comme SO(3) ou le cadre LDDMM général
avec les difféomorphismes en dimension infinie), la ou l'approche scalaire directe repose
spécifiquement sur la paramétrisation par un angle w propre a SO(2).
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Conclusion

Ce stage a permis d’étudier un cas particulier du recalage de formes dans lequel
les transformations sont restreintes aux rotations. Apres avoir rappelé le cadre général
LDDMM, nous avons décrit le groupe de Lie SO(n), son algebre de Lie so(n) et le role
de I'application exponentielle pour les rotations.

La formulation hamiltonienne a constitué I'une des notions les plus challengeantes de ce
travail. Le fait de comprendre que la recherche d’un champ de vitesse pouvait se ramener a
Iintégration d’équations géodésiques dont la seule inconnue est le moment initial a permis
d’appréhender concretement 'intérét du principe du maximum de Pontryagin. Les études
des cas SO(2) et SO(3) ont rendu ces concepts plus clairs, notamment a travers les
formulations simples du probleme de minimisation en fonction d’un unique scalaire ou
vecteur.

D’un point de vue algorithmique : les deux implémentations, I’approche directe et le tir
géodésique, ont confirmé 'efficacité du modele lorsque la transformation est une rotation
rigide, en mettant aussi en évidence ses limites quand on se restreint a ces transforma-
tions “simples”. Des qu’interviennent des déformations non rigides, la restriction a SO(n)
ne permet plus de représenter correctement les transformations. Ce travail met ainsi en
lumiere un compromis entre la rapidité de 'approche directe et la généralité de I’approche
hamiltonienne.

Plusieurs prolongements naturels sont possibles, notamment ’abandon de la limitation
aux rotations afin de se rapprocher du modele LDDMM complet, ou encore 1’extension
aux formes plus riches que les simples landmarks. Au-dela de ces perspectives, ce stage
a surtout constitué une occasion de mettre en pratique les outils d’algebre et d’équa-diff,
vus en cours théorique, dans un contexte appliqué. Il a aussi ouvert des portes sur des
domaines des mathématiques pas étudiés en 2° année de licence.
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A Code Python

Tout le code sera disponible sur ce dépot GitHub.

1 def Euler (q0, omega, nt):
dt = 1.0 / (nt - 1)

3 q = q0.clone ()

4 A skew_matrix (omega)

N}

6 Q = torch.zeros((qO0.shape[0], qO.shapel[1l], nt), dtype=qO0.dtype,
device=q0.device)
7 Ql:, :, 0] = q

9 for t in range(l, nt):
10 qg=q+ dt * (q @ A.T)
11 Ql:, :, t] = q

13 return q, Q

Code A.1 — Fonction Euler

1 def rotation_loss(dataloss_fnc, nt):

2 def loss(qO0, omega):

3 gq_final, _ = Euler(q0, omega, nt)
' dloss = dataloss_fnc(q_final)

5 reg = 0.5 x (omega ** 2)

6 return reg + dloss

7 return loss

Code A.2 — Fonction rotation loss

1 def opti_rotation(q0, loss_fnc, n_iter, eta):
2 omega = torch.zeros(l, dtype=q0.dtype, device=q0.device,
requires_grad=True)

optimizer = torch.optim.LBFGS([omegal], lr=eta, line_search_fn=’
strong_wolfe’)
1 losses = []

6 def closure():

7 optimizer.zero_grad ()

8 L = loss_fnc(q0, omega)
9 L.backward ()

10 return L

12 for i in range(n_iter):
13 L = optimizer.step(closure)

14 losses.append(L.item())

16 return omega.detach(), losses

Code A.3 — Fonction opti_rotation
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1 def hamiltonian_A(p, q):

)

def

def

def

return 0.5 * (p.T @ q - q.T @ p)
Code A.4 — Fonction hamiltonian A

Euler_Hamilton(qO, pO, nt):

dt = 1.0 / (nt - 1)

q = q0.clone ()

p = pO.clone()

Q = torch.zeros((qO0.shape[0], qO.shapel[1], nt), dtype=qO0.dtype,
device=q0.device)

P = torch.zeros ((p0.shape[0], pO.shape[l], nt), dtype=pO0.dtype,
device=p0.device)

Ql:, :, 0] = ¢

P[:, :, 0] =1p

for t in range(l, nt):
A = hamiltonian_A(p, q)
qg=q+ dt * (g @ A.T)

p=p+dt x (p @ A.T)
Ql:, :, tl = q
P[:, :, t]l =p

return q, p, Q, P
Code A.5 — Fonction Euler Hamilton

hamiltonian_loss (dataloss_fnc, nt):
def loss(qO0, pO):
q_final, p_final, _, _ = Euler_Hamilton(qO0, pO, nt)
dloss = dataloss_fnc(q_final)
reg = 0.5 * (p0 *x 2).sum()
return reg + dloss
return loss

Code A.6 — Fonction hamiltonian loss

opti_hamiltonian(q0, loss_fnc, n_iter, eta):

pO = torch.zeros_like(q0, requires_grad=True)

optimizer = torch.optim.LBFGS([pO], lr=eta, line_search_fn=’
strong_wolfe’)

losses = []

def closure():
optimizer.zero_grad ()
L = loss_fnc(q0, pO)
L.backward ()
return L

for i in range(n_iter):
L = optimizer.step(closure)
losses.append(L.item())

print (f"Iteration {i+1:3d} - Loss: {L.item():.6f} | [pOl: {pO.

norm() .item () :.4£f}")
print (£"")

return pO.detach(), losses

Code A.7 — Fonction opti__hamiltonian
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B Figures supplémentaires

Quelques figures supplémentaires.
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